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Аннотация. Исследована сингулярно возмущенная эллиптическая задача с граничными
условиями Дирихле в случае кратного корня вырожденного уравнения. Возникает трехзонный
пограничный слой с различным масштабом погранслойных переменных и различным характером
поведения решения в разных зонах, асимптотическое разложение решения ведется по дробным сте-
пеням малого параметра. Построено и обосновано полное асимптотическое разложение решения
задачи.
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1. Постановка задачи
Рассмотрим краевую задачу
ε2∆u = f(u, x, ε), x = (x1, x2) ∈ Ω, (1)
u = u0(x), x ∈ ∂Ω, (2)
где ε > 0 – малый параметр, ∆ = ∂2
∂x12
+ ∂
2
∂x22
– оператор Лапласа, Ω – ограниченная
область с границей ∂Ω.
Известно [1], [2], что если вырожденное уравнение f(u, x, 0) = 0 имеет простой
корень u = ϕ(x), x ∈ Ω¯, причем fu(ϕ(x), x, 0) > 0, x ∈ Ω¯, функции f , u0(x) и грани-
ца ∂Ω достаточно гладкие, u0(x) принадлежит области притяжения корня ϕ(x), то
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задача (1), (2) для достаточно малых ε имеет решение u(x, ε), асимптотика реше-
ния состоит из регулярной и погранслойной частей, разложение ведется по целым
степеням малого параметра.
В данной работе задача (1), (2) исследуется при следующих условиях.
Условие А1. Пусть функция f имеет вид
f(u, x, ε) = h(u, x)(u− ϕ(x))2 − εf1(u, x, ε), (3)
причем функции h, ϕ, f1 достаточно гладкие.
В отличие от [3], функция h зависит не только от переменной x, но и от иско-
мой функции u. Таким образом, результаты данной работы являются обобщением
результатов работы [3] на более широкий класс задач. Здесь корень u = ϕ(x) вырож-
денного уравнения является двукратным и, так же как в работах [3] – [7], это при-
водит к качественному изменению асимптотики (при малых ε) решения задачи (1),
(2) по сравнению со случаем простого корня: изменяется масштаб погранслойных
переменных, пограничный слой является многозонным, а регулярный и погранслой-
ный ряды становятся рядами не по целым, а по дробным степеням ε. Кроме того,
существенное влияние на вид асимптотики решения оказывает теперь член порядка
ε, входящий в правую часть (3), а именно функция f¯1(x). В связи с этим введем
следующее условие.
Условие А2. Пусть f¯1(x) := f1(ϕ(x), x, 0) > 0, при x ∈ Ω¯.
Условие А3. Пусть существует функция ψ(x), x ∈ Ω¯, такая, что
ψ(x) > ϕ(x), h(ψ(x), x) = 0 при x ∈ Ω¯ и
h(u, x) > 0 при ϕ(x) ≤ u < ψ(x), x ∈ Ω¯. (4)
Случай, когда h(u, x) > 0 при u > ϕ(x), x ∈ Ω¯, более простой, поэтому остано-
вимся на рассмотрении задачи (1), (2) при условии А3.
Отметим, что при u < ϕ(x) и u > ψ(x), x ∈ Ω¯ знак функции h(u, x) не имеет
значения, так как решение u(x, ε) задачи (1), (2) удовлетворяет неравенствам (см.
ниже)
ϕ(x) < u(x, ε) < ψ(x), x ∈ Ω¯.
Условие А4. Пусть 0 < Π0(x) := u0(x)− ϕ(x) < ψ(x)− ϕ(x), x ∈ ∂Ω.
2. Построение асимптотики решения
Как и в случае простого корня вырожденного уравнения, асимптотика решения за-
дачи (1), (2) при условиях А1 – А3 будет состоять из регулярной u¯(x, ε) и погранс-
лойной Π(ρ, l, ε) частей, причем регулярная часть будет теперь рядом по степеням√
ε, погранслойная часть рядом по степеням ε1/4 (а не ε для обеих частей асимпто-
тики), пограничный слой будет иметь трехзонный характер, и в связи с этим наряду
с ρ = r/ε появится еще одна погранслойная переменная ζ = r/ε3/4.
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2.1. Регулярная часть асимптотики решения
Регулярную часть u¯(x, ε) асимптотики решения будем строить в виде
u¯(x, ε) =
∞∑
i=0
εi/2u¯i(x). (5)
Уравнения для коэффициентов u¯i(x) этого ряда получаются стандартным спо-
собом, т. е. путем подстановки ряда (5) в уравнение (1) вместо u и приравнивания
коэффициентов при одинаковых степенях
√
ε в разложениях левой и правой частей
равенства. В результате получаем: u¯0 = ϕ(x), функция u¯1 (x) = [h¯−1 (x) f¯1 (x)]
1/2
>
0, x ∈ Ω¯. Следующие коэффициенты u¯i(x) ряда (5) последовательно определяются
как решения линейных алгебраических уравнений[
2h¯(x)u¯1 (x)
]
u¯i (x) = Fi (x) , i ≥ 2, (6)
где Fi(x) выражаются рекуррентно через u¯j(x), j < i, а коэффициент при u¯i(x)
отличен от нуля в силу (4) и u¯1 (x) > 0, x ∈ Ω¯.
2.2. Погранслойная часть асимптотики решения
Перейдя к локальным координатам (r, l) в окрестности границы ∂Ω рассматривае-
мой области Ω¯ и произведя растяжение переменной r, получив при этом погранслой-
ные переменные ρ = r/ε и ζ = r/ε3/4 = ε1/4ρ (отметим, что масштаб погранслойных
переменных ρ и ζ отличается от масштаба погранслойных переменных задач Ней-
мана [5], [6]) оператор ε2∆ запишем в следующем виде:
ε2∆ =
(
∂2
∂ρ2
+
∞∑
j=4
ε
j
4Lj
)
, (7)
где Lj – линейные дифференциальные операторы с коэффициентами, зависящими
от ζ, l, содержащие операторы дифференцирования ∂
∂ρ
, ∂
∂l
, ∂2
∂l2
.
Погранслойную часть асимптотики Π (ρ, l, ε) будем строить в виде ряда по сте-
пеням ε1/4:
Π (ρ, l, ε) =
∞∑
i=0
εi/4Πi (ρ, l) . (8)
Отметим, что в отличие от случая граничных условий Неймана [5], [6] слагаемые по-
гранслойной части асимптотики возникают уже в нулевом приближении (Π0 (ρ, l)).
Уравнения для коэффициентов Πi(ρ, l) ряда (8) будем извлекать из стандартного
для метода пограничных функций равенства (см. [1])
ε2∆Π = Πf, (9)
где в силу (7) и (8) ε2∆Π =
(
∂2
∂ρ2
+
∞∑
j=4
ε
j
4Lj
)
∞∑
i=0
εi/4Πi (ρ, l) , а функция Πf =
[f (u¯(r, l, ε) + Π(ρ, l, ε), r, l, ε)− f (u¯(r, l, ε), r, l, ε)]r=ε3/4ζ . Здесь и далее используется
Белошапко В.А.
Эллиптическая задача Дирихле с трехзонным пограничным слоем 283
обозначение u¯(r, l, ε) := u¯ (x(r, l), ε) и аналогичные обозначения для других функ-
ций.
Граничные условия для функций Πi(ρ, l) при ρ = 0 обусловлены тем, что по-
гранслойная часть асимптотики совместно с регулярной частью должны удовле-
творять заданному граничному условию (2), т. е.
u¯(0, l, ε) + Π(0, l, ε) = u0(l) := u0(x)|x∈∂Ω, 0 ≤ l ≤ l0. (10)
Кроме того, потребуем, чтобы члены погранслойного ряда удовлетворяли стан-
дартному условию при ρ→∞ :
Πi (∞, l) = 0. (11)
Для корректного описания поведения решения в пограничном слое будем ис-
пользовать тот же алгоритм формирования уравнений для функций Πi(ρ, l), что и
в работе [3], отличающийся от стандартного алгоритма. Функция Π0(ρ, l) является
решением уравнения
∂2Π0
∂ρ2
= h(ϕ(0, l) + Π0, 0, l)
(
Π0
2 + 2
√
εu¯1(0, l)Π0
)
, ρ > 0, (12)
с граничными условиями
Π0(0, l) = Π
0(l), (13)
Π0(∞, l) = 0, (14)
где Π0(l) = Π0(x)|x∈∂Ω , и переменная l, 0 ≤ l ≤ l0 входит, как параметр.
Заметим, что функция Π0 и также следующие коэффициенты Πi ряда (8) будут
зависеть не только от ρ и l, но также и от ε, но с целью уменьшения громоздкости
формул будем писать Πi(ρ, l) вместо Πi(ρ, l, ε).
Уравнение (12) более сложное, чем аналогичное уравнение для Π0(ρ, l) в рабо-
те [3], так как функция h теперь зависит и от искомой функции Π0(ρ, l). Однако
трехзонный характер решения сохраняется и в этом случае, что будет показано
ниже.
Задача (12), (13), (14) стандартным образом сводится к дифференциальному
уравнению первого порядка
∂Π0
∂ρ
= −
√
2
∫ Π0
0
h(ϕ(0, l) + s, 0, l)(s2 + 2
√
εu¯1(0, l)s)ds, ρ > 0, (15)
с начальным условием (13).
Так как 0 < Π0(l) < ψ(0, l)−ϕ(0, l), 0 ≤ l ≤ l0 (условие А4), h(ϕ(0, l)+s, 0, l) > 0
при 0 ≤ s ≤ Π0 (условие А3), то найдутся такие положительные числа κ1 и κ2, для
которых выполнено неравенство
κ12 ≤ h(ϕ(0, l) + s, 0, l) ≤ κ22 при 0 ≤ s ≤ Π0. (16)
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Из (15), (16) следует
−
√
2κ2
[
1
3
Π0 +
√
εu¯1(0, l)
]1/2
Π0 ≤ ∂Π0
∂ρ
≤ −
√
2κ1
[
1
3
Π0 +
√
εu¯1(0, l)
]1/2
Π0.
После интегрирования получаем двустороннюю оценку для функции Π0(ρ, l) :
Πκ2(ρ, l) ≤ Π0(ρ, l) ≤ Πκ1(ρ, l), ρ ≥ 0, (17)
где через Πκ(ρ, l) обозначено решение задачи (κ > 0)
∂Πκ
∂ρ
= −
√
2κ
[
1
3
Πκ +
√
εu¯1(0, l)
]1/2
Πκ, ρ > 0,
Πκ(0, l) = Π
0(l),
Πκ(∞, l) = 0.
(18)
Решение этой задачи находится в явном виде:
Πκ(ρ, l) = 12
√
εu¯1(0, l)(1 +O(ε
1/4))
e−ε
1/4k0κρ
1− (1− pε1/4 +O(√ε))e−ε1/4k0κρ , (19)
где k0 =
√
2u¯1(0, l), p =
√
12u¯1(0,l)
Π0
.
В результате анализа поведения функции Πκ(ρ, l) на разных промежутках ρ
можно выделить 3 зоны пограничного слоя.
В первой зоне, где 0 ≤ ρ ≤ ε−γ, γ – любое число из промежутка 0 ≤ γ < 1/4, т.е.
0 ≤ r ≤ ε1−γ, функция Πκ(ρ, l) убывает степенным образом:
Πκ(ρ, l) = O
(
1
(1 + ρ)2
)
.
Вторая зона, где ε−γ ≤ ρ ≤ ε−1/4, т. е. ε1−γ ≤ r ≤ ε3/4, является переходной, в ней
происходит изменение масштаба погранслойной переменной и характера убывания
функции Πκ(ρ, l).
И, наконец, в третьей зоне, где ρ ≥ ε−1/4, т. е. r ≥ ε3/4, возникает новая погранс-
лойная переменная ζ = r/ε3/4, и функция Πκ убывает экспоненциально с ростом
ζ:
Πκ(ρ, l) = O
(
ε1/2
)
exp(−k0κζ).
Решая задачу (18) без использования метода сращивания, получаем функцию
Πκ(ρ, l), являющуюся единым решением этой задачи во всех трех зонах погранич-
ного слоя. Двусторонняя оценка (17) обеспечивает такое же трехзонное поведение
функции Π0(ρ, l).
Следующие члены пограничного ряда (8) имеют поведение, аналогичное Π0(ρ, l),
как мы увидим в дальнейшем.
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Уравнения для коэффициентов Πi(ρ, l) погранслойного ряда так же, как и для
Π0(ρ, l), получим не стандартным способом, а с определенными модификациями
этого способа [3] – [5]. Уравнение для Πi(ρ, l), i = 1, 2... имеет вид
∂2Πi
∂ρ2
= λ(ρ, l, ε)Πi + pii(ρ, l, ε), ρ > 0, (20)
где функция
λ(ρ, l, ε) = h˜(ρ, l)
(
2Π0(ρ, l) + 2
√
εu¯1(0, l)
)
+
+h˜u(ρ, l)
(
Π0
2(ρ, l) + 2
√
εu¯1(0, l)Π0(ρ, l)
)
,
(21)
h˜(ρ, l) := h(ϕ(0, l) + Π0(ρ, l), 0, l), функции pii(ρ, l, ε) выражаются через Πj(ρ, l), j < i
и формируются таким же нестандартным способом, как и в работе [3], в частности
pi1(ρ, l, ε) ≡ 0 .
Граничные условия для пограничных функций Πi(ρ, l), i = 1, 2, ... следуют из
(10), (11) и имеют вид:
Πi(0, l) =
{
−u¯i/2(0, l), если i – четное число,
0, если i – нечетное число.
Πi(∞, l) = 0.
(22)
Введя обозначение Φ(ρ, l) = ∂Π0
∂ρ
(ρ, l), решение задачи (20), (22) можно записать
в виде:
Πi(ρ, l) = Φ(ρ, l)Φ
−1(0, l)Πi(0, l) + Φ(ρ, l)
∫ ρ
0
Φ−2(ρ1, l)dρ1
∫ ρ1
∞
Φ(ρ2, l)pii(ρ2, l, ε)dρ2.
(23)
Для всех Πi(ρ, l) имеет место единообразная оценка
|Πi(ρ, l, ε)| ≤ cΠκ(ρ, l), ρ ≥ 0, (24)
с различными c и κ для разных i, и κ ≤ κ1. Из этой оценки следует, что все Πi(ρ, l)
имеют такое же поведение, как и Π0(ρ, l). Так как погранслойные функции имеют
смысл только в δ окрестности границы ∂Ω, то умножим стандартным образом [1] –
[5] погранслойные функции на срезающие функции, сохранив старые обозначения
Πi(ρ, l).
3. Обоснование асимптотики
Итак, мы построили регулярный (5) и погранслойный (8) ряды. Для суммы этих
рядов обозначим через Un(x, ε) частичную сумму следующего вида:
Un(x, ε) =
n∑
i=0
εi/2u¯i(x) +
2n+1∑
i=0
εi/4Πi(ρ, l). (25)
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Теорема 1. При условиях А1 – А4 для достаточно малых ε задача (1), (2)
имеет решение u(x, ε), для которого функция (25) является равномерным в Ω¯
асимптотическим приближением с точностью порядка O(ε(n+1)/2), т.е. для лю-
бого n = 0, 1, 2, ... справедливо равенство
u(x, ε) = Un(x, ε) +O(ε
(n+1)/2), x ∈ Ω¯. (26)
Теорема доказывается с помощью асимптотического метода дифференциальных
неравенств [8], [9], т.е. путем построения подходящих нижнего и верхнего решений
задачи (1), (2) с использованием суммы (25).
Функция U− (x, ε) берется в виде
U− (x, ε) = Un(x, ε)− εn/2z(x, ε), (27)
где Un(x, ε) определено формулой (25), n ≥ 2, z(x, ε) = M + P (ρ, l). Достаточно
большое, не зависящее от ε числоM и функция P выбираются таким образом, чтобы
функция U− (x, ε), определенная формулой (27), была нижним решением задачи (1),
(2). В отличие от [3], нижнее решение имеет более сложный вид.
Аналогично функция
U¯(x, ε) = Un(x, ε) + ε
n/2z(x, ε)
при достаточно большом M и достаточно малых ε является верхним решением за-
дачи (1), (2). Построенные нижнее и верхнее решения являются упорядоченными.
Следовательно, существует решение u(x, ε) задачи (1), (2), удовлетворяющее нера-
венствам U− (x, ε) ≤ u(x, ε) ≤ U¯(x, ε), x ∈ Ω¯. Из этих неравенств и вида нижнего и
верхнего решений стандартным образом следует оценка (26).
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Abstract. A singularly perturbed elliptic problem with Dirichlet boundary conditions is considered
in the case of multiple roots of the degenerate equation. A three-zone boundary layer arises in the vicinity
of the domain boundary with a different scale of boundary-layer variables and a different behaviour of
the solution in different zones. The asymptotic expansion of the solution being in fractional powers of
the small parameter, boundary-layer series are constructed using a non-standard algorithm. A complete
asymptotic expansion of the solution is constructed and justified.
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